106 


Zeitschrift für angewandte Mathematik und Mechanik 


Band 1 


Die Affinität der Bahnkurven gilt exakt bei konstanter Gravitation und bei 
Anziehung proportional der ersten Potenz der Entfernung, wofern der Widerstand 
linear mit der Geschwindigkeit wächst. Das oben angeführte Beispiel der 10,5 cm- 
Haubitze zeigte, daß diese Eigenschaft auch praktisch erhalten bleibt unter Verhältnissen, 
für die die Annahme eines linearen Widerstandsgesetzes keinerlei brauchbare Näherung 
für den Bewegungsverlauf liefern würde. Die vorstehende Untersuchung läßt den Grund 
hierfür erkennen: Die Affinität beruht auf der Möglichkeit der hier gegebenen Entwick¬ 
lungen (A), (A') bezw. (A’’) und auf deren guter Konvergenz. 6 


Beiträge zur Prandtischen Tragflügeltheorie. 

Von R. FUCHS in Berlin-Halensee. 

D urch die neue Tragflügeltheorie, wie sie Prandtl und seine Mitarbeiter 1 ) begründet 
haben, sind mit großem Erfolg die grundlegenden Fragen über die Luftkräfte in 
Angriff genommen und auch der numerischen Rechnung zugänglich gemacht wor¬ 
den. Im folgenden werden einige mathematische Vereinfachungen 2 ) beigetragen, die auch 
geeignet erscheinen, die numerischen Berechnungen einfacher zu gestalten. Insbesondere 
wird für den sogenannten induzierten Widerstand ein Ausdruck entwickelt, der es ge¬ 
stattet, den Unterschied dieses Widerstandes bei beliebiger Auftriebsverteilung gegenüber 
seinem kleinsten Wert hei elliptischer Verteilung zu beurteilen. 

1. Das ebene Problem. Die Tragflügeltheorie von Kutta-Joukowski behan¬ 
delt das sogenannte zweidimensionale Problem. Sie nimmt einen zylindrischen Flügel an, 
der sich nach beiden Seiten ins Unendliche erstreckt, oder praktisch gesprochen, eine 
Stelle des Flügels, die sehr weit von den Enden entfernt ist. Legt man die z-Achse 
eines Koordinatensystems in die Richtung der Erzeugenden des Zylinders und denkt sich 
die Strömung der Luft zur z-Achse senkrecht, so hat man in der Richtung der z-Achse 
weder eine Geschwindigkeitskomponente, noch ein Druckgefälle und erhält ein Abbild des 
Strömungsvorganges für ein beliebiges z, wenn man die Strömung in der x-y Ebene be¬ 
trachtet. Um diese Strömung mathematisch zu erfassen, bedient man sich mit Vorteil der 
Theorie der Funktionen einer komplexen Veränderlichen. Bedeutet z = x + y i, wobei ja 
jetzt eine Verwechslung mit der dritten Raumkoordinate ausgeschlossen ist, und / (z) eine 
Funktion von z, so stellt f(z) eine mögliche Flüssigkeitsstjömung dar; ist nämlich 
f(z) = cp (x,y) -f- iip (x,y), so gibt ■</; (x, y ) = konBt. eine Stromlinienschar und cp {x,y) = konst. 
die zugehörige Schar von Linien gleichen Geschwindigkeitspotentials. Um die Strömung, 
die zu einem gegebenen Querschnitt unseres Zylinders, zu einem gegebenen »Flügel¬ 
profil« gehört, zu erhalten, hat man die Funktion f{z) so einzuricKten, daß das gegebene 
Profil in einer Stromlinie liegt. Zu dieser Frage, die heute ihrer Lösung schon recht 
nahe gebracht worden ist, liegt eine umfangreiche Literatur vor 3 ). Bei der so erhal¬ 
tenen Potentialströmung sind die Komponenten der Geschwindigkeit im Punkte (x,y): 

v, = ^Man nennt auch w = f(z) das komplexe Potential und 

Ox Oy Oy dx 

— = v x — i v y den komplexen Wert der Geschwindigkeit, 

dz 

Soll die das Profil umfließende Strömung einen Auftrieb ergehen, so kann f(z) 
keine eindeutige Funktion seiD, weil die sogenannte Zirkulation JT = J v. äs, wo C eine 

t: 

das Profil umschlingende geschlossene Kurve bedeutet, von Null verschieden sein 
muß. Nach Joukowski bestimmt sich der Wert der Zirkulation, der an sich noch 

*) Prandtl, Tragflügeltheorie I. und II. Mitteilung, Nachrichten fies. Wies. Güttingen, inath.- 
phys. Kl: 1918 und 1919; Beiz, Schraubenpropeller mit geringstem Energteverlust, ebenda 1919; 
Betz, Beiträge zur Tragilügcltheoiie,* Dissertation, Güttingen 1919; Belichte und Abh. der wiss. Ges. 
für Luftfahrt 1920; Munk, Isoperimetrische Aufgaben ans der Theorie des Fluges, Dissertation, Göt¬ 
tingen 1916. 

2 ) Es sei dahel auf eine Arbeit von A. TreFItz hingewiesen (Malhem Annnlen, lid. 82, 1921, 
S. 306—319), die ähnliche Zwecke in anderer Weise verfolgt. 

3 ) Pie Lösung dieser Frage und die hierhergehörlge Literatur findet man in den Aufsätzen von 
v. Mises, Zeitschrift für Flugtechnik und Motorluftschiffahrt 1917, S. 157; 1920, S. 68, 87. 
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beliebig ist, daduroh, daß an der stets scharfen Hinterkante des Profils die Geschwindig¬ 
keit nicht anendlich groß werden darf, sondern daß daselbst glatter Abfluß der Strömung 
erfolgen muß. Der Auftrieb für die Längeneinheit der Breite des Flügels ergibt sich 
dann in der Form A = Q r v, wenn q die Luftdichte und v die, Geschwindigkeit der Lnft 
gegen den Flügel' in großer Entfernung von der Tragfläche bedeutet. Für die ebene 
Tragfläche, d. h, für einen schmalen, symmetrisch gebildeten, vom abgerundeten, hinten 
spitz zolaufenden Spalt als Profil findet man für r — ntv sin a, wenn t die Flügeltiefe, 
also die Länge des Spaltes, und ct der Anstellwinkel, d. h. der Winkel, unter dem die 
Strömung gegen den Spalt gerichtet ist, bedeutet. Andere Profile lassen sich mit der¬ 
selben Formel behandeln, wenn man t durch einen geeigneten, der Tiefe proportionalen 
und praktisch von ihr nicht sehr verschiedenen Wert ersetzt und a von dem Werte zu 
zählen anfängt, bei dem der Auftrieb den Wert Null hat. Die Nichteindeutigkeit des 
Potentials kann physikalisch so gedeutet werden, daß man sich durch das Innere des 
Tragflügelzylinders einen Wiibelfaden gelegt denkt, wobei ja der Außenraum, also der 
Fliissigkeitsraum, noch immer wirbelfrei, die Strömung also noch immer eine Potential¬ 
strömung bleibt. 

Da die von der Flüssigkeit auf den Flügel ausgeübte Kraft bei der zweidimensio¬ 
nalen Strömung auf der R'chtung von v senkrecht steht, so bekommt man dabei zwar 
schon eine recht befriedigende Auftriebstheorie, aber noch keine Möglichkeit einer Erklä¬ 
rung des Widerstandes. Eine solche wird erst möglich, wenn wir uns der neuen Prandti¬ 
schen Theorie des endlichen Tragflügels zuwenden. 

2 . Die Wirbelverteilung beim räumlichen Problem. Im Hinblick auf das 
Folgende ist es zweckmäßig, jetzt das Koordinatensystem anders zu wählen. Der An¬ 
fangspunkt liege in der Mitte des Flügels von endlicher Breite, die x Achse in Richtung 
der Fliigelbreite, die z-Achse in Richtung der Strömung (positiv in Richtung nach hinten), 
die ?/-Achse zu beiden senkrecht (positiv in Richtung nach oben). Der Tragflügel er¬ 
strecke sich über x — — * bis x = * . Wenn wir auch jetzt noch die Vorstellung des 

den Flügel durchsetzenden Wirbelfadens festhalten, so dürfen wir nicht annehmen, daß dieser 
Faden, den wir mit Prandtl den gebundenen Wirbelfaden nennen wollen, an den 
Flügelenden aufhört, da ja nach den Hehnholtzschen Sätzen der klassischen Hydrodyna¬ 
mik ein Wirbelfaden entweder geschlossen sein oder aber sich nach beiden Seiten ins Un¬ 
endliche erstrecken muß. Wir kommen so zu der Vorstellung, daß sich der gebundene Wirbel 
in den Flüssigkeitsraum hinein als freier Wirbel fortsetzt. Wir machen mit Prandtl 
die vereinfachende Annahme, daß die von dem Wirbel hervorgerufene Geschwindigkeit 
gegenüber der der Haupt Strömung v unendlich klein ist. Dann wird ein freier Wirbel, 
nachdem er den Flügel verlassen hat, sogleioh vom Flüssigkeitsstrom ergriffen und senk¬ 
recht zum Flügel nach hinten, im wesentlichen in der Richtung von v, fortgetragen. Die 
einfachste Vorstellung wäre jetzt die, daß der gebundene Wirbel ein einfacher Wirbel¬ 
faden ist, dessen Zirkulation über die ganze Tragflügelbreite konstant bleibt, und daß sich 
von den beiden Flügelenden ein freies geradliniges Wirbelpaar von gleich großer und 
entgegengesetzter Zirkulationsstärke in die Flüssigkeit hinein erstreckt. Diese Vorstellung 
eines Hufeisenwirbels reicht in der Tat für manche Zwecke aus '); will man aber zu einer 
brauchbaren Theorie für den Flügel selbst gelangen, so muß man annehmen, daß der ge¬ 
bundene Wirbel aus einem Bündel paralleler, geradliniger Wirbelfäden besteht, von denen 
jeder an zwei symmetrischen Stellen des Flügels endet und von dort aus ein freies Wirbel¬ 
paar in die Flüssigkeit sendet, so daß nun von allen Punkten der Tragflügelhinterkante 
freie Wirbel in die Flüssigkeit hinausgehen. Wir haben dann die Vorstellung eines vom 
Tragflügel nach hinten gehenden Wirbelbandes, das aus lauter parallelen, in der Rich¬ 
tung der z-Aohse verlaufenden Fäden besteht. Die Zirkulation des gebundenen Wirbel¬ 
systems wird nun eine stetige Funktion von x, die, wie sich zeigt, für = ± --- verschwin¬ 
den muß. Aendert sich l\x) längs dx um 1 dx, so muß die Zirkulation aller von dx 

dx 

ausgehenden freien Wirbel — dx sein, da sich das Kurvenintegral V beim Verschie- 

dx 

ben der den Flügel umschlingenden Kurve C sich nur so ändern kann, daß Wirbelfäden 

l ) Vei-gl. Betz, Die gegenseitige Beeinflussung zweier Tragflächen, Zeitschrift für Flugtechnik 
und Motorlaftschiffahrt 1914, S, 253. 
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geschnitten werden, deren Oesamtzirkulation der Veränderung von 1 entgegengesetzt 
gleich ist. Bei dem hier gegebenen Bilde mit dem gebundenen Wirbelsystem und dem 
von ihm ausgehenden Wirbelbaude wird die Tragfläche als ein Gebilde angesehen, dessen 
Querabmessungen im Vergleich zur Breite nur klein sind. Ein solches Gebilde wollen 
wir mit Prandtl einen tragenden Faden nennen. 

3. Ansatz für die Geschwindigkeit. Der tragende Faden und das freie Wirbel¬ 
band geben in der Flüssigkeit ein Geschwindigkeitsfeld, das, analog dem Biot-Savart- 
schen Gesetze über das Magnetfeld in der Umgebung eines stromdurchflossenen Leiters, 
gefunden wird. Es zeigt sieb, daß am Flügel seihst das Feld des gebundenen Wirbels 
gleich Null ist, daß aber das Band der freien Wirbel daselbst einen Vektor hervorruft, 
der die Richtung der negativen //-Achse hat und an der Stelle .r') die Größe 

-M/2 

( \ t I rfT’1 <j£ , V 

Vi (x = — c -- 1 .(l). 

4 71 J di x — S 
- !• .2 

Das Wirbelband besteht aus geradlinigen Wiibeln, die sich von z=0 bis r = °° 
erstrecken; für das Folgende ist es aber zweckmäßig’ 2 ), sich das Wirbelband auch nach 

der negativen Seite der z Achse von z = 0 bis 

___ ^^ ^ ^ a = — oo hin fortgesetzt zu denken. Die Wirkung 

dieses doppelt unendlichen Bandes ist dann, wie 
@©@©@(Q)@@ sich aus Symmetriegründen ergibt, am Orte des 
^ Flügels genau doppelt so groß wie die des ein- 

___ fachen und an jeder Stelle des Bandes die gleiche. 

Ab i, j Das Wirbelband selbst kann, wie es Abb. 1 

schematisch darstellt, durch eine Unstetigkeits¬ 
fläche der Geschwindigkeit ersetzt werden. Da die Zirkulation für die Breite dx der 

Fläche den Wert — — dx hatte, so muß also die Geschwindigkeit unterhalb der 


© © © 
V \ ^ 


Fläche den Wert 

dx 

x Achse den Wert — Vs —-, über ihr aber den Wert 4- ’/a '' 1 haben. Eine Strömung, 

dx dx 

die gerade diese Unstetigkeitsfliiehe besitzt, ist die, deren komplexer Geschwindigkeitswert 
’/a^- 1 ist, wobei wieder z = x-\-yi gesetzt ist Der Vorgang ist ja jetzt wieder an 

jeder Stelle der räumlichen z Achse der gleiche, braucht also nur in der (,r//)-Ebene be¬ 
trachtet zu werden, so daß bei dieser Bezeichnung eine Verwechslung mit der z-Koor¬ 
dinate ausgeschlossen ist. F(z) ist eine zweiwertige Funktion von z, die beim Ueber- 

schreiten der Strecke y — 0, — * < x <. + — das Vorzeichen wechselt. 


das Vorzeichen wechselt. 


Das Goschwindigkeitsfeld, welches das Wirbelband um sich verbreitet, ist das einer 


Strömung, die für y — 0, 


< x < 4- 


, den Geschwindigkeitswert 2v l (x), Gl. (l), 


in Richtung der negativen Achse hat. Der komplexe Wert der Geschwindigkeit dieser 
Strömung ist 


1 rdl’(t) d 
3 rtj (fs 3- 


wenn C eine die Strecke 


b 

+ „“»?/ = 


= (i, umsehliogendeKurve bedeutet. Die Ge¬ 


samtströmung also, die das Wirbelband ersetzt und von dem Wirbelband hervorgerufen 
wird, hat danach den komplexen Wert: 

v j (z) = Va — — —2 ivi(z) .(3). 

dz 

Genau genommen wäre der Nr. I entsprechend das Spiegelbild dieses Vektors über 
der x- Achse als komplexer Wert der Geschwindigkeit zu nehmen. Während F(z) eine 
zweiwertige Funktion von z ist, muß vi (z) zu beiden Seiten des Verzweigungsschnittes 
denselben Wert besitzen: es liegt in der Natur der Sache, wenn wir «i(s) als einein der 


V rramltl, 'i’nigflügelllitoi ie, u. a,. O. S. 19. 

a ) Mil Munk, lsopeiirr.etrlsehc Aufgaben aus ilcr Thcuiie des Fluges, Disseitatlon, Göttliigea 
1919, Nr. ß. 
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ganzen Ebene eindeutige und stetige Funktion von 2 ansehen. Für 7’(z) machen wir 

den Ansatz 


i'(z)= ]/1 (vT" (c) . (4) ’ 


wo nunmehr auch a ( 2 ) als in der ganzen Ebene eindeutig und stetig angesehen wird. 
Praktisch wird man ja a ( 2 ), für jede beliebige stetige Zirkulationsverteilung, beliebig genau 
sogar durch eine ganze rationale Funktion annähern können. 

Nach dem II. Cauchyschen Satz der Funktionentheorie gilt für die eindeutige 
Funktion « 1 ( 2 ) die Gleichung 

«.<■)= y .fl 5 - dC .(5), 

- rtl J 


also nach (3): 


,, 1 Caro az 1 rviO 


... . . (0). 


Der Vergleich mit ( 2 ) zeigt, daß das zweite Integral verschwinden muß. Man kann 
die Kurve C dieses zweiten Integrals durch einen unendlich großen Kreis K mit 2 = 0 
als Mittelpunkt ersetzen, da zwischen C und K v 3 (z) eindeutig und stetig ist, und erkennt 
daraus, daß vv (a) im Unendlichen verschwinden muß und zwar offenbar mindestens von 

zweiter Ordnung, da ja d V\ ( 2 ) und also auch v 3 (z) gerade Funktionen von “ ' sind. 

dz b 

Es stellt also r» ( 2 ) eine Strömung dar, bei der die Flüssigkeit im Unend¬ 
lichen ruht. 

4. Zusammenhang von Zirkulation«- und Geschwindigkeits-Verteilung. 

Daraus ergibt sich die Möglichkeit, in einfacher Weise v\ (a) zu berechnen, wenn 7’( 2 ) 
gegeben ist, und umgekehrt. Wenn v a (e) im Unendlichen mindestens von zweiter Ord¬ 
nung verschwindet, muß das komplexe Potential dieser Strömung 


IV ’z) = Jv 3 («) dz = '/s 7 v — 2i f v, (s) 


.(7) 


daselbst mindestens von erster Ordnung verschwinden, wenn die Integrationskonstante 
geeignet gewählt wird. Machen wir den Ansatz: 


r (z) = ]/l - ( 2 /)' (flo + * (“)' +•••). (*) = * + * (VT 


wobei man, wie schon gesagt, in der Praxis an Stelle der unendlichen Reihen immer 

2 z 

ganze Funktionen setzen kann, so erkennt man, wenn man nach Potenzen von eDt- 

b 

wickelt, aus dem Verschwinden aller Glieder mit negativem Exponenten in (7), wenn 
man noch 


(1 - = 2 8->; t‘ i; , (1 - <-■) + 1 '-' = 2'fä/ /- 

1=0 1 = 0 


einführt: 


2 b c-n — (2I 4 - l) 2 t'2 i 02 ; + 2).: a >\ = 2 b — 8 

i— 0 i-rO 


■ 6 - 2 - ,+ .— . . (10). 
2 i + 2 1 + 1 . 


Man kann aber auch wenn t’i ( 2 ) gegeben ist, durch ein Integral, das die 

Umkehrung von ( 2 ) darstellt, berechnen. Für die eindeutige und stetige Funktion 
[/ t — ["'j') man nämlich wiederum nach dem Cauchyschen Satz: 

Ti'-m-;,,! 4 :?!/'-®’?'' 

r 

ersetzt man wieder zuerst C durch den unendlich großen Krois K, laßt auf ihm 
d IXO 

an die Stelle von treten und kehrt dann wieder zur Kurve C zurück, so erhält man: 




• • • (n), 
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oder auch: 






2 

Diese Formel hat zuerst Betz') mit Hilfe eines Abbildungsverfahrens hergeleitet. 
Ein besonders einfaches Beispiel unseres Strömungsvorganges erhält man mit a (z) = «o 
gleich einer Konstanten. Diesem Fall entspricht also eine elliptische Verteilung der Zir¬ 
kulation über die Tragflügelbreite, wobei a 0 = jT m die Zirkulation in der Mitte bedeutet. 

Aus (10) ergibt sich u, (z) ebenfalls als Konstante gleich^. Der komplexe Wert der 


Geschwindigkeit und das komplexe Potential: 


V‘i (z) = 


(i- rr ') 


tt’(z) = 


I ’ Ci' -] 



geben hier das Strömungsbild einer Platte von der Breite b, die senkrecht zu ihrer Fläche 
mit der Geschwindigkeit - ra durch die Flüssigkeit fortbewegt wird. 


5. Der induzierte Widerstand. Die Theorie der Tragfläche von endlicher Breite 
liefert neben dem Auftrieb auch einen Widerstand. Nach der allgemeinen neuen Prandti¬ 
schen Theorie") steht die Luftkraft auch jetzt noch auf der Ebene senkrecht, die von 
einem Tragflügelelement und der Richtung, in der der abgelenkte Luftstrom das Ele¬ 
ment trifft, gebildet wird. Zerlegt man diese Kraft in die Komponenten senkrecht zur 
Richtung der Hauptströmung v (Auftrieb) und in Richtung dieser Strömung (Widerstand), 
so ergibt sich, wenn wieder v\ klein gegen v angenommen wird, für den Auftrieb: 


+ -i 


dA — (i v r( x) dx, A — qvJ l'(.v) 
und den Widerstand ■’) 


dx 


2 + ö 


d 11' = () v F(sc ) v ' - x) d.r, W= Q J F(x') Di (x) dx. . . 


( 13 ) 


( 14 ). 


Dieser Widerstand, der nur ein Teil des Gesamtwiderstandes J ) ist, wird von Prandtl 
und seinen Mitarbeitern induzierter Widerstand genannt 

Bewegt sich der Flügel um die Strecke l vorwärts, so wird dabei gegen den in¬ 
duzierten Widerstand die Arbeit Wl geleistet. Diese Arbeit muß mit der kinetischen 
Energie übereinstimmen, die in diesem Bereich zwischen zwei Ebenen senkreoht zur Rich¬ 
tung v am Amfang und am Ende des Weges l infolge der Strömung um das Wirbelband 
in der Flüssigkeit zurückbleibt 5 ). Ist q das reelle Potential dieser Strömling, so ist die kine¬ 
tische Energie nach den Ergebnissen der Hydrodynamik"): 


7 ’= 



<) n 


du 


( 15 ), 


wo C wieder eine den Flügel bezw. das Wirbelband unendlich nahe umschlingende 
Kurve, du ein Element dieser Kurve und n die nach dem Innern des Flügels gerichtete 

Normale bedeutet. Am Flügel selbst ist aber nach (3) q = ’/s F (x), ^=2vi, also: 


') Retz, DisEertatioa, S. 8. 

2 ) TragflUgreUheorie, I. Mitteilung, S. 11, 61. (5\ 

3 ) Ebenda S. 19, Gl. (16). 

4 ) Der noch übrige Teil, der nur von der Profilform, nicht aber von der geometrischen Form 
(Seitenverhältnis) des Flügels abhängt, wird Profil widerstand genannt. 

5 ) Vergl. Betz, Einführung ln die Theorie der Flugzeug-Tragflügel (Die Naturwissenschaften, 
Hett 38 ut^d 39); Schraubenpropeller mit geringstem Energieverlusl (Nachrichten Ges. Wiss. Göttingen, 
math.-physik. Kl. 1919). 

6 ) Siehe z. B. Lamb, Hydrodynamik, Leipzig 1907, S. 56; vergl. auch A. Trefftz, a. a. O. S. 317. 
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T 



= plj I\x) vi (x) dx — Wl. 

b 

_ 


Wir wollen nun zwei Strömungen betrachten, die zu zwei verschiedenen Zirku¬ 
lationsverteilungen gehören, und bezeichnen sie durch die Indices (l) und (2); so erhält 
man infolge des Greenschen Satzes: 



C 



c 


oder also: 



1-, 


Betrachten wir nun diejenige Strömung, die zu der Verteilung = I'W(x) — ] ’(-> (x) 
gehört, so wird ihr induzierter Widerstand nach (16): 

+ i 

w d = Q J (HD — r<-’>) (ü, ( t) — «,(2)) <lx _ TP(1) + 1 | 7 ( 2 ) _ 2 Q Jj'( 2) Vt (1) dx 

— - h 

2 ~ 2 

Wählen wir nun als Strömung v ij uiejemge, die der elliptischen Verteilung ent¬ 
spricht und von der am Ende von 4 . die Rede war, so wird v, konstant gleich P —, und 
• 2 6 
wir erhalten, wenn der Auftrieb beider Strömungen derselbe 

b h 

+ -r + 


QV jmax = QV f rc ->) d x = A 


ist, 


i, 

+ V 


- 


= - l — A, 2(■> fr(2)r,0) dx = A = 2 IVW, 

v J V 


und somit 


WW = IP(D + W d . 


. Da «ine kinetische Energie aber immer wesentlich positiv ist, so folgt hieraus, daß 
von allen Tragflächen bei gleichem Auftrieb und gleicher Plugz'eug- 
gesohwindigkeit diejenige den kleinsten Widerstand hat, bei der die Zir¬ 
kulationsverteilung eine elliptische ist. Dieses Resultat, das die fundamentale 
Bedeutung der elliptischen Verteilung für die Tragflügeltheorie erkennen läßt, ist zuerst 
von Munk 1 ) ausgesprochen worden. Aus der hier gegebenen Herleitung folgt zugleich 
die Größe dieses Unterschiedes. ' a 


6. Erstes Beispiel. Es mögen hier noch einige Beispiele angegeben werden. Zu¬ 
erst der Pall, bei welchem a(x) und also auch iq(x) eine quadratische Funktion von * 
ist. Wir setzen also entsprechend (8) und (10): 


und vergleichen diesen Ansatz mit der elliptischen Verteilung 

(i) CD, 


w w,/ , 9 X r3 

r !■-(;). 




V, 


2b 


Va & 3 ci 



*) Dissertation, Nr. 1; vergl. auch Prandtl, I. Mitteilung Nr. 15, und Trefftz, a. a. 0. § 5. 
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Haben beide denselben Gesamtauftrieb, so ergibt sich = / ’J 2 ) 
also: /«B = (l — d) /’.Ö), d. h. a = 4<)' dann wird 

/ ■„ = TV) - /'(-') = g /;,(«) |/ , _ [1-4 ( 2 h r ) 2 } *>= (t) 

und . '> 


. Wir setzen 


r, «>’ 

Z 0 


14 


(?)'] 




II)- 


Wir erhalten also: 

<>.- 


ftf/'Jb, tHd) : 


ji’Ch _ 

s " ’ 


’d). 


w,,-' / (I 

8 


<PQ. 


Da nach (13) die Auftriebsverteilung dA — qvF(x) dx der Zirkulationsverteilung 
proportional ist, gibt die Zirkulation zugleich ein Bild der Auftriebsverteilung über die 
Fliigelbreite. In Abb, 2 sind im Bereiche — J /a < 8 < ’/a einige Auftriebsverteilungen 

gezeichnet, wobei Qv I\P\ d. h. der Auftrieb 
in der Mitte bei der elliptischen Verteilung 
gleich Eins gesetzt ist. Den Fällen dieser Ab¬ 
bildung entsprechend sind in Abb. 3 die Winkel 

--, um die der Anstellwinkel des Flügels 
v 

gegen die Hauptströmung v durch das Feld 
des Wirbelbandes heruntergesetzt wird, ein- 

r 0) 

getragen, wobei ■■■— , d. h. die Winkelände- 

2 b v 




Auftricbsverteilungcn über die Flügespannwcito 
bei gleichem Gesamtauftrieb. I elliptische Ver¬ 
teilung (in der Mitte gleich 1 gesetzt). II Auftrieb 
in der Mitte konstant III und IV Auftrieb in 
der Mitte verringert. V, VI und VII Auftrieb 
in der Mitte erhöht; bei VII Abtrieb an den 
Flügelenden. 


Verringerung des Anstellwinkels durch das 
Wirbel band, entsprechend den Auffriebsver- 
tetlungen tfer Abb. 2. Für d;e elliptische Ver¬ 
teilung (T) ist dieser Winkel gleich 1° ange¬ 
nommen. 


rung in der Mitte bei der elliptischen Verteilung gleich Eins gesetzt ist. Wenn 8 sehr 
klein ist, wie es wohl meist der Fall sein wird, ist auch die Abweichung des Induzierten 

Widerstandes vom Minimum, t> --- 3- I nur sehr gering. Es ist aber wohl denkbar, 

daß der Auftrieb in der Mitte gegenüber der elliptischen Verteilung nicht unerheblich 
abweicht (man denke etwa an eine Herabsetzung durch einen Kühler oder eine Herauf¬ 
setzung des Auftriebs durch den Propeller in der Mitte); dann könnte auch der iudu- 
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zierte Widerstand erheblich von seinem Minimum abweichen. In den extremsten der ge¬ 
zeichneten Fälle IV und VII, 8 = 1 / 2 , würde diese Abweichung 75 vH betragen 


7. Als zweites Beispiel werde die Aufgabe behandelt, die Auftriebsverteilung für 
einen rechteckig umrandeten Flügel von überall gleichem Profil und Anstellwinkel zu 
suchen. Eine Lösung dieser Aufgabe'hat Betz in seiner schon erwähnten Dissertation 
gegeben. Da die Ergebnisse aber dort durch eine rechnerisch recht mühsame Methode 
(Reihen mit 25 Gliedern) gefunden sind, erscheint eine Lösung mit wesentlich einfacheren 
Hilfsmitteln nicht überflüssig. 

Bezeichnet «i den wirksamen Anstellwinkel des Flügels, d. h. den Winkel, der sich 
aus dem Winkel a gegen die Hauptströmung durch Verkleinerung um <x) ergibt, so daß 

“ - V 

T\x) = tv rt (x) = t v n [a. — t>1 ^— j ist, so wird 

Fix) i>. ta) 

a =-(- - , 

t v rt v' 

Unsere Aufgabe besteht also darin, r(x ) so einzurichten, daß hei konstantem t in 
dem Bereiche — < x < -+- ~ auch a eine Konstante wird. 


Wir setzen zur Lösung dieser Aufgabe in erster Näherung: 

™ - r - m i/ +«(Dl w= r ' 


i 


a 


(’//]- 


Ib L* 2 

Wird der Wert von aj für ce = 0 mit «ji m ) bezeichnet, so folgt aus I' m = tv 

2x\ 


a 

«)("■) ' 


y-(**)[■ + “(“r] 


Ü“ 


2 5 


1 — 


3 a 


Um diese Funktion in dem gegebenen Intervall möglichst einer Konstanten anzu¬ 
passen, wählen wir a so, daß die zu — : — gehörige Kurve bei x = 0 an ihre Tangente 
eine Berührung vierter Ordnung hat. Man findet dabei: 

a = 7 2 —* 

. .1 .T t 

1 +~2 ~ 7 

Der in der Praxis vorkommende Bereich des- Seitenverhältnisses - ist etwa 

b 

— — <T —. Bestimmt man die a-Kurve für = — und * = —, so findet man, daß 

schon bei dieser Näherung der Anstellwinkel über mehr als die Hälfte des Flügels kon- 
hei x = 0,6 j beträgt die Abweichung erst etwa 2 ■/» vH —; ein wesent- 


stant bleibt 
eher Abfall zeigt sich erst am Ende. 

n 2 ) = r. 


Erheblich weiter führen dann die Näherungen: 


■*y* 

W' - (”)’[• + • (v)’ + - (*.*)• + «(VTJ 


HS): 


usw., bei denen man die Berührungen der «-Kurve an die Tangente bei x = 0 bis zur 
6 ., 8 , usw. Ordnung treiben kann. Man findet bei der dritten Näherung eine praktisch 

ausreichende Konstanz für « bis x = 0,9 — , während der Winkel im letzten Zehntel der 

2 

Flügelbreite immer noch um 75 vH abfällt. 

Viel schneller aber kommt man durch das folgende Korrekturverfahren zum Ziel: 
Wir setzen bei irgend einer Näherung V\ (x) = * " (V 0 -+- a ^ Nennen wir 

a(”8 den Wert von « für x= 0, so wird "' = l 4 - n — c 0 ; für die Abweichung des 

n 1 v u ) 2 6 


8 
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ft — j(fft) , 

Winkels von seinem Werte in der Mitte wird sich ein Fehler , , = s(x) ergeben, den 


den man leicht durch eine Parabel approximieren kann. 

für) 


rtj ('") 

Wir ersetzen nun 


] (x) durch r (.r) 


1 -+- 


2 b 


den verbesserten Wert für kann man dann leicht ausrechnen und findet, daß dieser 

Wert schon bei der ersten Näherung bis x = 0,95 ~ hin praktisch konstant bleibt. Die 

.T-Werte aber, die mau bei dieser Korrektur zu den ersten drei Näherungen bekommt, 
unterscheiden sich so gut wie gar nicht mehr. 

Zur Erlangung der .T-Werte reicht man also 
praktisch mit der ersten Näherung und dem an¬ 
gegebenen Korrekturverfahren vollständig aus. 

Für viele Fragen aber wird, bei der Kleinheit 




Verteilung des Auttriebsbeiwertes beim rechteckigen Flügel über 

die Spannweite. Seitenverhältnis - = '/in bei I, */ e bei II. 

b 


Verringerung des Anstellwinkels durch das 
Wirbelband beim rechteckigem Flügel. Seiten*. 

Verhältnis — — */io bei I, ’/g hti II. 


Für c 0 findet man mit der Korrektur bei ’/i 


der Unterschiede, die erste Näherung auch schon ohne Korrektur genügen. 
Es ist F m ='t 7t v «/'") = 2 - b v n . 

2 b 

-, + Co 

rr t 

den Weit 0,779, bei ’/s den Wert 0,824. Weiter wird 


d A—q vTdx 


2 (t v 2 b a I' 

2 b r m 

- - - - ■ + Co 


_ L. . /)v 

*1 






1 

—- 


0,6 


0,8 


«» dl 


dx. 


Setzt inan also in der 
jetzt üblichen Weise A = 
’/s r„ p i> 2 b t, so erhält man, 
wenn man sich noch durch 

2 p 

Einführung von | = -— von 

b 

dem zufälligen Werte von b 
freimacht: 

2 % b 


1 dc„ 


Abb. 6 


i r 

180° t 2 b " Tn 

— + c o 


Verteilung des Beiwertes des induzierten Widerstandes beim recht- 

t 

eckigen Flügel über die Spannweite. Seitenverhältnis - 

b 

I, ’/s bei II. 


Vlo bei 


In Abb. 4 ist diese Vertei¬ 
lung des Auftriebsbeiwertes 

t 


wiederfür—= ‘/i 0 und 

b b 


Vs 
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angegeben. Durch Integration erhält man daraus für 


Vloj «„ = 0,088 ~ 


und für 


t O* 2 TC 

— = J / 6 c a — 0,0794 Beim unendlich breiten Flügel ist der Wert c a = a° =r 
b ' ’ 1° 57,B° 

a o ^ ^ 

O ll wovon der «„Wert bei — = ’/io SO vH. bei = J /c aber 72 vH ausmacht. Abb. 5 

1° 6 b 

gibt für dieselben Seitenverhältnisse die Verringerung des Anstellwinkels durch das 
Wirbelband und Abb. 0 endlich den Beiwert des induzierten Widerstandes Setzt man 
den induzierten Widerstand gleich c,«-, ’/u Q v‘‘ b t, so findet man: 

1 jw n_y 1 r/ 2 6 1 r v 

(a 0 ) 2 (Jt < \ ISO 0 / 2 ft r.l .7 < 2 ft I 

- + '■o \ -" + ro I 

nt \ nt t 

In der folgenden Zahlentafel sind für das Längenverhältnis ’/io und Vs die ver¬ 
schiedenen, nach den vorstehenden Formeln berechneten Werte zusammengestellt. 
Zahlentafel zum zweiten Beispiel. 


£ 

\ 0 

1 u,2 i 0.4 j 0,0 

1 ’ _1_ 

0,8 

O.J) 

0 95 

0,98 

1 

r 

— 1 , 0.095 

r,„ 

j 0,9 76 
i 

: 0 933 

0.885 

0,710 

0586 

i 

0,421 

0 

1 <? c„ 

ä° d£ ln * 

4,68 4 85 

4,77 

4,55 

4,07 

3,10 

2,86 

2.03 

0 

1 n 

,1° V 

o,io> 

1,112 

0 ,1 30 

<>,169 

i 

0 258 

! 0,8 78 

0,478 

0 024 

1 

1 (i Cu1 i , 

- - . w JO* 

(a 0 ) 2 ii £ 

0.9:10 j 

0,960 

1,08 I 

1,34 

1,6 1 4 

2.22 

2,38 

2.24 

0 

/’ 

K 

1 

0,990 

0,9 62 

0,910 

0-7.88 ' 

0,600 

0,52-1 

0,370 

0 

1 <> r " , 

- -- 10 2 ; 4,:»1 

it° d £ 

4,47 

■1,35 

4,11 ' 

8,56 

2,98 

2,3« 

1,67 

0 

1 V 7 

- 1 0.177 i 0,186 

K Ü V 

0,209 

0,252 

0,352 | 

0,4 57 

] 

0,569 | 0,69« 

1 

1 d c„ i ! 

- - --- -- 10' lld 1.451 

0!°)- d£ 

1,58 1 

1,808 

2,18 

2,38 j 

3,36 


0 


10 


t 1 

ft "" 6* 


Durch Integration findet man bei ’ = ‘/io eine Abweichung von etwa 10 vH, bei 

1 = Vo von etwa 5 vH vom Minimum des induzierten Widerstandes. Im Bereiche der 
6 

praktisch vorkommenden Seitenverhältnisse kann die für elliptische Verteilung geltende 

Prandtische Formel r, ci = — —, beim rechteckigen Flügel näherungsweise durch 

n b 

j 


ersetzt werden. 


^( 0 , 96 ^+ 0 , 014 ) 
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Der Wärmeaustausch zwischen festen Körpern und 
Flüssigkeiten mit kleiner Reibung und kleiner Wärmeleitung. 

Von E. POHLHAUSEN in Warnemünde. 

I n einer strömenden Flüssigkeit sind Wärmeleitung und Wärmekonvektion Vorgänge, 
die mit der inneren Reibung (oder Impulsleitung) und mit der Impulskonvektion große 
Aehnlichkeit besitzen. Mathematisch findet dies seinen Ausdruck in dem gleichartigen 
Bau der Differentialgleichungen, die einerseits für die Temperatur und anderseits für den 
Geschwindigkeitsvektor in der Flüssigkeit bestehen. Man kann daraus auf eine Beziehung 
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